m o] Anuario del Centro de la Universidad Nacional de Educacion a Distancia en Calatayud.
N.°22, pp. 193-215, 2016
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Resumen: En este articulo, se reproduce la resolucion de seis problemas propuestos
en las Pruebas de Evaluacion Continua (PECs) de la asignatura Funciones de Varias
Variables II del Grado de Matematicas. El objetivo fundamental del articulo ha consis-
tido en presentar con el maximo detalle su resolucion, ofreciendo en la mayorfa de los
ejemplos varios métodos para abordar el problema; cuando no ha sido asi, la solucion
se ha completado con algunas observaciones. En todos los casos, se han enriquecido los
ejercicios con ilustraciones graficas y confirmaciones numéricas, utilizando los editores
graficos y calculadores simbdlicos de Geogebra, wxMaxima y Wiris. Asf, en el @ltimo
de los ejemplos, el primer método ocupa apenas unas lineas, mientras que el segundo

método ocupa varias paginas. Al fin y al cabo, todos los caminos conducen a Roma.
Palabras clave Ejercicios. Anélisis Matematico. Varias Variables

Abstract: In this article, we approach the resolution of six examples proposed in the
Proofs of Distance Evaluation (PECs) of the subject Functions of Several Variables 11
belonging to the Maths Degree. The principal focus of the article was to give the maxi-
mum detail, offering in most of the examples several methods of resolution; when not,
the solution has been completed with some remarks; in all the cases, the exercises have
been enriched with graphical illustrations and numerical verification using the graphical
editors and symbolic calculators of Geogebra, wxMaxima and Wiris. Thus, in the last of
the examples, the first method has an extension of not more than several lines, while the
second method is several pages long. At the end of the day, all the roads lead to Rome.

Keywords: Examples of Multivariable Math Analysis

EJERCICIO 1. Hallar los extremos absolutos de la funcion:
f(x,y)=x2 —xy+y2 +1

sobre la region triangular cerrada en el primer cuadrante, acotada por las rectas:
x=0, y=4, y=x
Solucion:

Al ser f(x,y) continua en una regidn cerrada y acotada, sabemos, por el Teorema
de existencia de maximos y minimos globales, que los extremos absolutos que nos
piden, existen.
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Llamamos D=U U dU donde U es la region interior y dU es la frontera parame-
trizada como sigue:

U={(x,y)|y>x,y<4,x>0}
U ={oU, U aU, U U, }
U, ={t,0)/0=1 <4}

U, ={(t.4)/0 <1 <4}
U, ={(0,)/0 =1 <4}
A
oUs

U

o, U,

1 To 1 2 3 4
Fig. 1 Region triangular Ejercicio 1 (geogebra)

Como estrategia para hallar los puntos de maximo y minimo absoluto de f(x,y)
en D seguimos los siguiente pasos:
i) Localizamos los puntos criticos de f en U.
fi=2x-y=0 y=2x| x=0
= =
S, =—x+2y=0 x=2y y=0
Como (0,0) no pertenece a U (es un punto de la frontera), su estudio se hara en
otro apartado.
ii) Hallamos los puntos criticos de f restringida a su frontera, es decir, conside-

rada como una funcion definida sélo en dU. Ahora analizamos f(X,y) en cada uno de
los segmentos en que hemos dividido la frontera:

U, fa Ny =f(O=0 -+ +1="+1  O0=ts4
La restriccion de f(x,y) a la frontera dU, es una funcion de segundo grado en t con
extremo relativo en t=0, fuera del intervalo abierto.
Ahora aplicamos el mismo procedimiento sobre U,y dU,.
W, : [ )) |y, = /() =1 =4t +16+1=1"-41+17  Ost=4

Aqui, f°(t)=0, implica que en t=2 hay un candidato a punto critico, que lo es al
estar dentro del intervalo de definicion de t (0<t <4)
aU, :f(x,y)\ws=f3(t)=t2+1 O<t=<4
Similar anélisis al que hicimos con f (t), lleva a la conclusion de que f, tiene

un candidato a punto critico en t=0 que no consideraremos, al localizarse fuera del
intervalo abierto.
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Calculamos el valor de f en todos los puntos criticos.

De los puntos i) y ii) hemos obtenido un punto critico en t=2 situado en la fronte-
ra 0U,. Aqui el anilisis de extremos en la funcion f,(t)=t>-4t+17, establece que dicho
punto critico es un minimo, al ser la segunda derivada de f, (t) en t=2 positiva (2).

El valor de dicho minimo relativo es f,(2)=13 y corresponde segiin la parametri-
zacion dada al punto (2,4), al que llamamos C. La frontera dU es una curva suave
a trozos, un triangulo; incluimos en este apartado los puntos donde la curva no es
‘suave’ (es decir, los vértices del tridngulo).

FCDoy =1 f@P|y =17 D)y, =17

Llamamos A al punto (0,0), B al punto (0,4) y D al punto (4,4).

iii) Comparacidn de valores y seleccion del mayor y menor.

Tabulamos y dibujamos la informacién obtenida y seleccionamos los valores
maximos y minimos.

Puntos X fix Naturaleza | Tipo extremo
criticos y 24 punto critico| absoluto
Extremo Minimo
A ofof 1 intervalo absoluto
Extremo Maximo
B 014117 |intervalo absoluto
Minimo
c 2 (4] 13 |relativo e
Extremo Maximo
D 41417 intervalo absoluto

Para ilustrar este resultado, dibujaremos estos puntos en el tablero de la figura 2.

B-17 C-13
L3 . o D17

Y
/ A-1

Fig. 2 Candidatos a extremos relativos ejercicio 1(wiris)

El siguiente cddigo se ha utilizado para dibujar la figura anterior.

Fmﬁn emscares S [t [aen [ [conuomr oo [ e [propreces o]

[N} @ X B = |2
hemwa @

FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES. Ejercicio 1. Candidatos a puntos criticos
dibujar(y=x,{color=azul}) => tablero1

dibujar(y=4,{color=verde}) = tablero1

dibujar(x=0,{color=rojo}) = tablero1
dibujar(poligono(punto(0,0), punto(4,4) ,punto(0,4)) {color=rojollenar=cierto,color_relleno=amarillo}) => tablero1
dibujar(punto (0,0),{color=azul,tamafio_punto=5}) => tablero1
dibujar(punto(4,4) {color=azul tamafio_punto=5}) =» tablero1
dibujar(punto(0,4) {color=azul tamafio_punto=5}) =» tablero1
dibujar(punto(2,2) {color=azul tamafio_punto=5}) =» tablero1
dibujar(punto(2,4) {color=azul tamafio_punto=5}) =» tablero1
escribir("D(4,4)",punto(4.5,4) {tamafio_fuente=20}) => tablero1
escribir("A(0,0)",punto(0.5,~0.5) {tamafio_fuente=20}) =» tablero1
escribir("E(2,2)",punto(2.5,1.5) {tamafio_fuente=20}) =» tablero1
escribir("C(0,4)",punto(-1,4.5) {tamafio_fuente=20}) => tablero1
escribir("B(2,4)",punto(1,4.5) {tamafio_fuente=20}) => tablero1
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De lo anterior se deduce, respondiendo a lo que nos piden, que la funcidn f(x,y)
dada por la expresion analitica del enunciado, sobre la region triangular cerrada en
el primer cuadrante que nos proponen alcanza el maximo absoluto, 17, en los puntos
(0,4) y (4,4) y el minimo absoluto 1 en el punto (0,0).

Es decir, la funcidn alcanza sus extremos en los vértices de la region triangular.
En la siguiente figura, se muestran dichos extremos en el dominio de definicion de
la funcion.

Minimo|absoluto

Minimo absoluto

Fig. 3 Extremos relativos ejercicio 1 (wiris)

Como comprobacidn de lo escrito, se adjuntan una vista 3D de la funcion, utili-
zando el calculador simbdlico wxMaxima.

Y2y 2el

18

Minimo absoluto Maximo absoluto

Fig. 4 Representacion de la funcion x*-xy+y*+1 (wxMaxima)

EJERCICIO 2. Hallar los puntos de la curva x>+y*+xy=1 mas proximos y més ale-
jados del origen, empleando para ello el Método de los Multiplicadores de Lagrange.

Solucion

Se trata de encontrar los extremos de la funcion distancia al origen

Fxy) =" +y%)

x> 4y +xy-1=0
Como el cuadrado es una funcidn creciente en el semieje real positivo, los extre-
mos de 'y los de f? se alcanzan en los mismos puntos.

sujetos a la condicion
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Buscamos los extremos de la funcion de Lagrange:
h(x,y)=x>+y* —A(x* +y* +xy-1)
Estudiemos el sistema:

%(x,y)=2x—/1(2x+y)=0
ox

oh
—(5y)=2y-AQ2y+x)=0
ay

oh I

— (X, ) =x"+y " +xy-1=0
a/l(y) yotxy

Si 2x+y = 0, el sistema no tiene solucion y si 2x+y # 0, la solucion de este
sistema es

_ 2x _ 2y — x2=y2
2x+y 2y+x
Lo cual nos lleva a analizar casos
x=y:>2x2+x2=1:>3x2=1:>x2=l=>x=:\ﬁ;/l=2x=z
3 3 3x 3
2 2 2 2 2x
y=—x=2-x =l=x"=l=x =l=>x=zx;1= =2
2x-x

El resultado de nuestro calculo, es que hay cuatro candidatos para extremos

que son,
P A ﬁ)
373)

3,_3) c=(0,-1), D=(-11)

Vamos a analizar la naturaleza de los puntos extremos, analizando el determi-
nante de la matriz hessiana orlada en cada caso.

0 -2x+y) -Qy+x)
|Hl=| -2x+y) 2(1-1) -A
-2y +x) -A 2(0-14)

Calculamos el determinante en cada punto:

0 -v3 -3 0 V3 3
R =8 2 -8

0 -1 1 0 1 -1
H|=|]-1 -1 -2/=6 |Hyl=|1 -1 -2/=6

1 -2 -1 -1 -2 -1

En los dos primeros puntos el determinante de la matriz hessiana orlada es ne-
gativo, luego los puntos son minimos, y en los dos Gltimos el determinante orlado
es positivo, luego son maximos. Si analizamos el valor de f(x,y) en cada uno de los
puntos, obtenemos idénticos valores de f para los dos primeros y para los dos alti-
mos, y de la comparativa de dichos valores, se concluye que los dos primeros son
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maximos absolutos y los dos Gltimos, minimos absolutos tal como se muestra en la
siguiente tabla:

Plljr_1tos X y A HI Natu ralt’e;a fxy) Tipo extremo
criticos punto critico absoluto
A V3/3 | V33 | 213 | <0 Minimo relativo | V6/3 | Minimo absoluto
B 33| 33| 23 | <0 Minimo relativo | V6/3 | Minimo absoluto
C 1 -1 2 >0 Maximo relativo V2 | Maximo absoluto
D -1 1 2 >0 Maximo relativo V2 | Méximo absoluto

Con lo que finalmente, y respondiendo a lo que nos piden, los puntos de la curva

x2+y2+xy=1
2 29
373)7 U373

mientras que los mas alejados son

(19_]) )’ (191)
tal como se ha concluido del analisis realizado empleando el Método de los Multi-
plicadores de Lagrange.

mas proximos al origen son

OBSERVACIONES

Aunque ya se ha contestado a lo que pide el enunciado, consideramos interesante
dar una interpretacion algebraica y geométrica al ejercicio, analizando la naturaleza
de la curva.

Seglin dicha interpretacion, resulta que la curva

X' +yt+ay-1=0
€s una conica, cuya matriz es
-1 0 0

- 1
a=fo 1 1
1
0 1
Del enunciado se deduce que la conica ha de ser necesariamente una elipse, pues
es la Gnica conica en la que podemos calcular los puntos mas proximos y alejados

del origen. Confirmamos esta deduccion a través de la clasificacion de la conica por
invariantes:

Al ser
1 % 3
A00=1 1 =Z>O
b
y ser

(1+1)|A|=2*‘73<0

con |Al # 0, se trata efectivamente de una elipse real.
Como en la ecuacidn no hay términos en x o en y, se trata de una elipse centrada
en el origen, y al tenerlos en xy, se trata ademas de una elipse girada.
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En la siguiente figura, representamos dicha elipse, donde empezamos a sospe-
char, que los puntos que nos pide el enunciado, seran los vértices de dicha elipse.

D

h c

Fig. 5 Representacion de la conica x>-xy+y*+1=0 (geogebra)

Claramente los puntos C y D con coordenadas (1,-1) y (-1,1) representados tiene
una distancia de v2 al origen que es la maxima distancia calculada por el Método de
los Multiplicadores de Lagrange, y los puntos A y B tienen toda la pinta de corres-
ponder con los valores minimos que se piden.

Vamos a confirmar nuestra sospecha, calculando la ecuacion reducida de la conica,
pues la forma de dicha ecuacion nos va a dar directamente los valores maximos y
minimos pedidos, ya que dichos valores coincidiran en esa ecuacion reducida con
los semiejes. Para ello, calculamos los autovalores A, y A, como

1-A /
e

El calculo de los autovectores asociados a dichos autovalores nos daran directa-
mente la matriz de paso que permite por una parte obtener una matriz diagonal de la
conica (y por lo tanto la ecuacion reducida) y por otra el giro que hemos de dar a la
coOnica para transformarla en una elipse sin giro.

Las columnas de dicha matriz de paso son las soluciones de los sistemas

1-4 % x| [0 1-4, % X 0

. = y . =
| _ l -
A 1-A)\y] \0 A 1-A4)\y] \0
Las soluciones de dichos sistemas dan x=y e y=-x como ejes de giro de la trans-
formacion y a la siguiente matriz de paso en que hemos buscado que IPI=1, de modo

que P sea ortogonal.
(% %
Y
El corte de dichos ejes con la conica determina los puntos de la misma mas proxi-
mos y alejados del origen, pues dichos puntos de corte determinan los vértices de la

elipse referida a dichos ejes. Estos puntos son los puntos A,B, C y D calculados por
el Método de los Multiplicadores de Lagrange

2.)2=—=>ﬂ,,——/\ﬂ,z——
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(Estos son los puntos que habiamos representado en la figura de apoyo y que
ahora tienen una justificacion analitica).
Como comprobacion, es cuestion de algebra matricial comprobar que P A P=D

e A AN
ﬁéﬁé%l‘ﬁéﬁé A
Para calcular los valores maximos y minimos de la distancia de dichos puntos
al origen, precisamos un ltimo célculo. Efectuando el cambio de variable utilizan-
do la anterior matriz de paso (X*=PX, Y*=PY) obtenemos la siguiente ecuacion
reducida

2 2
X,
* + y*2=1

(ﬁﬁ

donde por la transformacion, los denominadores de la ecuacidon reducida son los
cuadrados de los inversos de los autovalores calculados, y ademas son los cuadra-
dos de los semiejes de la conica girada, que dan directamente los valores maximos
y minimos de la conica al origen, y que coinciden como no puede ser de otro modo
con los valores maximos y minimos obtenidos a través de los multiplicadores de
Lagrange.

Fig. 6 Representacion de la conica reducida de x*>-xy+y*+1=0 (geogebra)

Por altimo, y como resumen de estas observaciones, hay que hacer notar que lo
que hemos hecho aqui es calcular los puntos de la elipse mas proximos y alejados del
origen, utilizando la ecuacion original de la curva y a través de la transformacion en
la ecuacion reducida hemos calculado los valores maximos y minimos que alcanzan
dichos puntos al ser los vértices de la elipse reducida, que al estar referidos a nuevos
ejes tienen coordenadas distintas a los puntos de la ecuacion original, y son los trans-
formados por un giro de 45° de dichos puntos.
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Matriz P
Giro 45°

C—
Maxima distancia Minima distancia
O Punto maximo Punto de minima distancia

Fig. 7 Giro de ejes de la conica x*-xy+y>+1=0

EJERCICIO 3. Sea la esfera unidad, que como sabemos tiene de ecuacion:
X2+ y2 +z2 =1
Se pide:
a) Estudiar si z se puede expresar en funcion de las variables x e y, en un entorno
del punto (0,0,1).
b) En caso afirmativo ;cudl serfa la variacion de z con respecto de x e y, en el
punto (0,0,1)?

Solucion:

a) Aqui tomamos F(x,y,z) = x> + y* + z* 1. Nuestro objetivo es determinar si po-
demos expresar z de F(x,y,z) como funcién de (x,y) en un entorno de (0,0,1). Por
el caso particular del teorema de la funcion implicita, al ser F(x,y,z) una funcion de
clase C!, y satisfacerse que F(0,0,1) =0, esto se puede hacer si ?TF(O’O’I) 20

Iz

Como 2z|_=2=0, dicho teorema garantiza que hay una bola U que contiene
a (0,0) en R? y un entorno V de R de modo que existe una tnica funcion z=g(x,y)
definida para (x,y) en Uy z en V que satisface
F(x,y,8(x,))=0.
Es decir, contestando a lo que nos piden, es posible expresar z en funcion de las
variables x e y en un entorno del punto (0,0,1) de la esfera unidad.
b) La regla de la cadena aplicada a F(x,y,g(x,y))=0 da

oF oF J
g+ =@ ygxy) . S(xy) =0
ox 0z ox

2x+22.%=0:»% xza—z

0x ox z ox

-——==0
1

(0,0,1)
Idéntico computo para y nos lleva a la conclusion de que
%
ay (0,0,1)

Por lo que la variacidon de z con respecto de x e y en el punto (0,0,1) es en ambos
casos 0.
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OBSERVACIONES

Aunque ya se ha contestado a lo que pide el ejercicio, es interesante realizar una
interpretacion del resultado en un modo similar a la interpretacion que se hizo para
el ejercicio 2.

En este caso, del resultado obtenido en el apartado a) se concluye que siempre
que z#0 es posible expresar z en funcion de x e y y aplicar la regla de la cadena en
el modo que hemos hecho en el apartado b, para calcular la variacion de z en fun-
cidén de x y de y. En el caso particular del punto (0,0,1) esta variacién es O tanto con
respecto de x como de y, tal como se ha calculado. Es decir (ver figura més abajo)
que la pendiente de la recta tangente al punto (0,0,1) en la direccidn de las x (en la
direccidn de las y el resultado es analogo por simetria de la superficie esférica) es
0 y por tanto dicha recta tangente forma un angulo de O radianes respecto del eje
de las X (Y).

Fig. 8 Interpretacion grafica resultados del ejercicio 3 (geogebra)

El hecho de que esto pueda aplicarse solamente para z#0 tiene sentido si obser-
0z X

vamos que %% _ _*

dx  z,y para z=0 se anula el denominador de dicha variacion. Inter-
pretandolo a través de la figura, cuando z=0, la recta tangente al punto de la esfera
forma un angulo de 7t/2 radianes es decir, forma un angulo para el cual la tangente no
esta definida, y por tanto la pendiente de la recta tangente no es un nimero real, en

consecuencia la derivada de z respecto de x en el punto tampoco.
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EJERCICIO 4. Un sélido esta limitado por la superficie z=x-y? el plano xy, y
los planos x=1 y x=3. Calcular su volumen por doble integracion.

Solucion:

Lo que el enunciado nos pide es el volumen acotado por el paraboloide hiper-
bolico (silla de montar) dado por la expresion z=x>-y? y los planos z=0, x=1 y x=3.

X242

Ik

>
e
P

g
L

view: 76.0000, 19.0000 scale: 1.00000, 1.00000
Fig. 9 Representacion grafica de la superficie x>-y* (wxMéxima)

Damos dos métodos de resolucion, siempre partiendo de una integral doble tal
como pide el enunciado.

Método 1. Integracion iterada

Definimos la region de integraciéon D como la region simple

D= {(x,y)/xE[lﬁl—x sys x}

y=x

D(3,3)

A,

B(1,-
C(3,-3)

y=-x

Fig. 10 Region integracion ejercicio 4 (wiris)

El volumen pedido se calcula mediante una integral doble como ...
_ 2 2 _ > 2 _ 2 Y3
I—ﬂ;)(x -y ).dy.dx—jljfx(x -y )dy.dx —f (x y- 3)

3 43
=f 20225 = 2.f(3.x3).dx _4x) 4380 8
! 3 13 34 34 3
... en que en la segunda igualdad hemos aplicado el teorema 4 de reduccion de
las integrales iteradas (Marsden, pagina 334).

Confirmamos los calculos anteriores a través del calculador simbolico wxMaxi-
ma cuyo uso se recomienda en la gufa de la asignatura.

dy.dx
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($11) integrate (integrate (x*x-y*y,vy,-X,x),x,1,3);
(%01) —
s0l) —

-3

El volumen pedido es por tanto 80
3

Método 2. Cambio de variable e integracion iterada.
Utilizamos aqui el cambio de variables definido en el capitulo 6.
Definimos la region D* }

. 2-usv=6-u Osus=<?2
b= (u’v)/ue[0’612—usvs6—u 2<u<6

y la transformacioén T como
T = G0 =)

La transformacion T tiene determinante distinto de cero y por tanto es inyectiva
y se ha construido de modo que lleve D* en D (la region definida en el método 1).

C'(0,6) D* D

=X

D(3,3)

Fig. 11 Transformacion de dominios del ejercicio 4 (wiris)

Como

a(x,y)
a(u,v)

=|det 21

2
por la formula del cambio de variables (teorema 2, pagina 372),

I=ff0(x2—yz)dx-dy=ffD(X-y)(X+y)dx‘dy=%ffmuvdudv

1
2

N = —

Calculamos ahora I sobre D* a través de integracion iterada tal como hicimos en
el método anterior para la region D.

I=1+1,;] =%j§_’f__:uv.dv.du;12 =%ijj_uuv.dv.du

Calculamos I, e I, por separado:

1, =% Ojj:uv.dv.du =%jju
1

1
=ZJ§u.[(6—u)2 —(2—u)2]a'u = —Jju.(36+u2 —12u—4—u® +4u)du =

VI 2 (6-u) —(2-u)’
— du=—fu—du=
2], Tk 2

4
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2 2

3
=lfu.(32—8u).du=l. 32088 | a2 c16-10_32
4do 4 2 3 E 33
1 6 oo el v 1 ,
12=5ﬁﬁ uv.dv.du=5‘£ M.TO du=1ﬁu‘(6—u) du =
6
2 3 4
=1f(36u-12uz+u3)du=l E1 e L L
4 472 304
) 6* -2

1
== 1836 -4)-4.(6> -2’ =
PR )= 4( )+,

2

4

L 18° -4’ +

4 4
1280, 1 64

L s*32-4%2084+ 1289 _ Lu (5764320832 - ¥ 16
4 47 4 4

Confirmamos como en el anterior método, nuestros calculos con wxMaxima.

Archivo Editar Celda Maxima Ecuaciones Algebra Andlisis Simplificar Graficos Numérico Ayuc

E¥oexlD0|&@>O K2

%$113) integrate(integrate(1/2*u*v,v,2-u,6-u),u,0,2);
integrate (integrate (1/2*u*v,v,0,6-u),u,2,6);
32

(%013) —
3

(%014) 16

Finalmente

I=1, +1 =32/3+16=80/3
Resultando para el volumen, el mismo resultado obtenido que en el otro método.

OBSERVACION
El hecho de que las trazas de la superficie z=x>-y* para z=0 sean las rectas y=x
e y=-x (ver figura de la region D en el método 1), es debido a que el paraboloide
hiperbolico (superficie definida por la anterior expresion analitica) es una superficie
reglada, de modo que la ecuacion de partida puede expresarse como
(x+(x-y)=z
Entonces las dos familias de rectas

xX+y=Az x-y=2z
ke, -1 Ll , -t
A A

estan contenidas en la superficie. Todas las rectas de [1] son paralelas al plano x-y=
0 y todas las de [2] son paralelas al plano x+y=0, que son los planos asintoticos del
paraboloide, y las trazas para z=0, son los limites de la region D definida en el mé-
todo 1.
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EJERCICIO 5. Hallar la integral
f f f xyzdxdydz
A

con
A={(x,y,z):x2+yz+z2 sl,sz,yzO,zzO}

Solucion:

Método 1. Cambio a coordenadas esféricas

Aplicamos el cambio a coordenadas esféricas (Marsden, pagina 378), y aplica-
mos directamente la férmula de cambio de variable (Marsden, pagina 379) en que
hemos adaptado la region esférica al primer cuadrante, tal como indica la descrip-
cion de la regidn A.

I= f f fxyzdxdydz = J(J) J(‘)/ J(‘)/z p>sen’p.cosg.cosO.senl.p’seng.dg.d6.dp =
A

= [[Pdp [ sen’p.cospdpf sen.cos0d0=1,1,1,

En que hemos logrado agrupar las integrales iteradas en un producto de tres in-
tegrales de una variable, y hemos identificado para facilidad en el calculo posterior

dichas integrales.
1

6
R P
Ip-j;p dp = . 0_6
Para el calculo de la integral en ¢, echamos mano de la funcidn beta.

1, =ﬁsen3¢.cos¢.d¢ = %.Zﬁsen%.cosqb.dgb =
{ZM -1=3=u=2

2v-l=1=v=1

1 1T@)ra 1
—pR,= ,M -
2 2 T3) 4
Para la integral en 0, realizamos una sencilla identidad trigonométrica.

1, =j;7/zsenl9.cosl9.d6 = %jg/z%enﬁ.cosﬁ.dﬁ = %ﬁserﬂﬁdﬁ =

_ l _ cos26
2 2

|
] =, (-1-D=

0

[=1,1,I,=

Método 2. Coordenadas cartesianas

Planteamos la integral triple sobre la region elemental como una integral iterada
en (la) que los limites de integracidon son funciones (Marsden, pagina 349) y utili-
zando la descripcion de la bola unidad del ejemplo 5.16 (restringiendo en este caso
la descripcidn al primer cuadrante), entonces la integral pedida se calcula, seglin la
primera formula del cuadro de la pagina 349 como:

1= f f f xyzdxdydz = j; J;/? ﬁ) e xyz.dz.dydx
y)
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Manteniendo x e y fijas, integrando con respecto a z, obtenemos:

1-x*-y?
N/ S 7 i S (1-x"-yh)
j; j; xy ﬁ) zdzdy.dx == j: ﬁ) xy 5 dy.dx = j; ﬁ) xyf.dy.dx
0
Como x es fijo en la integral con respecto a y, podemos sacarla de dicha integral
y operando la y con el paréntesis:

4 Vi1-x2

1 Jiox® s , 1 Yy
Eﬂxﬁ] (y—x.y—y).dy.dx=zj:x[(l—x).2_40 dx =
252 282
=1fx.((l_x) ‘(l_x)).dx
2J0 2 4
1 1
7JJ dx=7j:x(1—2x2+x4).dX:=§j:(x_2x3+x5).dx=

S5l b

. 1
De esta manera, la integral que pide el enunciado 2 vale — , valor que natural-
mente coincide con la solucidon obtenida por el otro método.

EJERCICIO 6. Estudiar si es convergente la siguiente integral en el primer
cuadrante:

1
————dxd
JbT(x2+y2)5+l g
con D=[0,+] x [0, +0°]

Solucion:

Damos para este enunciado, al igual que hemos hecho con los precedentes, dos
soluciones dadas por dos métodos diferentes, pero logicamente con el mismo resul-
tado final.

Método 1 Funcion beta

Se trata de una integral impropia sobre region no acotada (el primer cuadrante).

Para llevar a cabo la integracion, calculamos la integral doble

1
BT

en laregion D , donde D, es el cuadrante de disco x*+y*<a*con0 <0 <m/2,y
pasamos al limite cuando a tiende a infinito. Dado que R?>=(x?+y?) y dxdy=Rdrd6, la
formula del cambio a coordenadas polares proporciona,

RO = lim (72 R
ff(x+ yff(R) Rd6 =fm , (R)+1 Rd

=3me dﬁf(R 2y 4 ) ,wa
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En lugar de calcular la integral racional, resulta mucho méas cobmodo tomar limi-
tes cuando a—c en la integral anterior y operar de la siguiente manera:

T R T 7% (1g’p+1) 1 1
1= me" T ﬁ) Td =("= =t 7
2 a0 R 2 R (tg @+1) 5 (tg(p)

en donde en el penl’lltimo paso hemos hecho el cambio de variable

R = tg(p;5R4dR =(1+ tgztp)d(p

R (0
© /2
0 0

El denominador R!°+1 queda entonces como tg’¢+1 y el numerador RdR queda
segilin lo anterior como

1
(tg r/7+1)d¢>—g ?(tg @+Ddg

5R
Podemos entonces reducir la 1ntegra1 a una del tipo beta, sin mas que desarrollar:
_z (tg p+Dh1 1 ka2 (cos<p)/
74P = 74 J/ 74
" (1€p+1)S (tgw) (Zg¢) (Semp)
7% % il
" cos” psengdp =~ 2 cos psengdp =T B>~ =(,83956
= 1o 08 Psengdy = j/ pseng"de = /5( ) 2 Sen(/)

en donde los pardmetros 4/5 y 1/5 resultan de resolver las ecuaciones
2p-1=3/5y 2q-1=-3/5
y la pentiltima igualdad es una conocida propiedad de las funciones beta.
Confirmamos los calculos mediante un operador simbdlico (en este caso Wiris).

Edicidn | Operaciones | Simbolos | Andiisis | Metrices | Unidades | Combinatoria | Geometri

© {@ o
[@ o

5 0° 40| £ O | [0 dibuar representar | resob
i

o Y| E I

] | dibuiarsd | resol

PEC FUNCIONES VARIAS VARIABLES. EJERCICIO 6

+oa|
T X
ki X o
> [ 051 0.83956

Fig.12 Calculo integral impropia ejercicio 6 (wiris)

De donde se deduce, que la integral pedida es convergente y su limite es

”2

= 0,83956
20.sen(g)

Método 2 Calculo de primitivas

El cambio a coordenadas polares se hace igual que en la solucion aportada en el
anterior método, pero luego, en lugar de considerar la integral definida, calculamos
primeramente la siguiente primitiva, a través del cambio de variable...

2_
filf ar={ F=r\le 1,
R"+1 2RAR =dr| 27 +1
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Seguidamente, calculamos las raices quintas de -1 y buscamos la descomposiciéon
racional del denominador, agrupando los pares de raices conjugadas. En la siguiente
figura, se observa la distribucién en el plano complejo de dichas raices. Para esta
representacion, hemos utilizado el editor geogebra, que es otro de los software reco-
mendados en la guia de la asignatura.

=117

Fig. 13 Raices quintas de -1 (geogebra)

Pl (=) =) =) =) =75)

T
r, =1, =cos—+isen—
3 5 5

3z . 3w
r, =1,, =cos—+isen—
5 5 5

Tr . In 3z . 3w
r, =1, =cos—+isen— =cos— —isen—
= 5 5 5 5

97 . 97 T
ry =1,, =cos— +isen— =cos— —isen—
5 5 5

Y podemos agrupar los productos de la descomposicion racional en que interven-
gan raices conjugadas (tal como se ve en la figura, r conr, y 1, conr,)

T

Ty_i A
r=n)r-r)=|\(r-cos=)—isen=| ((r —cos =) + isen—| =
e (( ) 5)(( 5 5)
=(r—cosz)2+sen2£=r2—2c0s£+1
(F_FZ)(F_F“)=((r‘°053;r)—isen3?) ((r—cos?)ﬂ'sen?’:):

= (r—cos3—”)2 +sen23—ﬂ= r —2c0s3—ﬂ+1
5 5 5
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Hechos estos célculos, retomamos la integral racional cuya resolucion es ahora
“inmediata” (prescindimos por comodidad del !4, que afiadiremos al final),
dr 1 Mr+ N, M,r+ N,
+

A
r5+l=fr5+l'dr=f m+ 2

4 3z dr =
r —2rcosg+l r? —2rcos?+l

M, cos™ + N, r—cos™
M 5 T ! !
= AIn(r +1)+ —In(r* - 2rcos—=+1) + arctg +
2 5 T T
sen sen—

3r 3
M,cos—+ N, 7 —COS—
M, ) 3r
+—=In(r"-2rcos—+1)+ ————.arctg ————=— +cte.
2 5 kY4 3
Se}’l? Se”l?

donde “solo” resta calcular los coeficientes A, M|, N , M, N, de la anterior descom-
posicion, para obtener la forma definitiva de la primitiva.
Esto se consigue bien igualando numeradores en la expresion de la descompo-
sicidn,
1=A(? —2rcos%+l)(r2 - 2rcos3?”+ D+ (M7 +N)(r+ D@ —2rcos3?”+ 1)+

+ (M + Ny (r + 1) —2rcos%+l) (1)

o bien dando valores a las raices, anulando términos de la igualdad o identificando
los coeficientes en r, 0 ambas cosas a la vez. Aqui, se haran ambas cosas a la vez.

Asi, para calcular el coeficiente A, damos a r el valor de la raiz -1 anuldndose los
dos tGltimos términos del segundo miembro y resultando:

=A@+ ZCOS%)(Z + 2COS3?”) =441+ cos%)(l + cos%r) -

=4A4(1 +cos£+ cos3—”+ coszcos?’—ﬂ) = 4Aé =54
5 5 5 5 4

De donde A=1/5.
Para calcular los coeficientes M, M,, N, y N, calculamos los productos del segundo
miembro de la expresion dada en (1), teniendo en cuenta el valor calculado de A.
Asi, para el primer término del segundo miembro, dividiendo por A, resulta
-t —r+l
El segundo término, andlogamente, ofrece una expresion un poco mas elaborada:

5 [er“ +(M, + N, -2M, cos%r)f +(M, + N, -2(M, + Nl)cos%r)rz +
(M, + N, -2N, cos%)r + Nl]

Y el tercer término tiene una expresidon similar al segundo,
5[M2r4 +(M,+N,-2M, cos%).r3 +(M,+N,-2(M, + Nz)cos%)r2 +

(M, +N,-2N, 0053?”)}' + Nz]
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Ahora agrupamos los coeficientes en 14, 1%, en r y los términos independientes,
obteniendo un sistema de cuatro ecuaciones, con cuatro incdgnitas, que son los coe-
ficientes que nos queda por determinar.

(Hay que notar que no utilizamos la agrupacion en r?, pues el quinto coeficiente
(A), ya lo hemos calculado antes dando a r el valor de la raiz real de r*+1=0, y no es
preciso, en este caso una nueva ecuacion, o si la obtenemos, tendriamos un sistema
con cinco ecuaciones de las cuales una resultarfa linealmente dependiente de las
demas, y no aportarfa informacion).

Las agrupaciones en r* y del término independiente, ofrecen expresiones senci-
llas de relacidn entre los coeficientes

it = 0=5(M,+M,)+1=M,+ M, _- !
5
¥’ —=>5=5N,+N,)+1= N, + N, =§
Para las agrupaciones en r’ y r, las expresiones resultantes son un poco mas largas:

P —>0= —2(cos%+ cos%”) +5(M, + N,)-10M, cos%” +5(M, +N,)-10M, cos%

r—0= —2(005% + cos%’) +5(M, +N,)~10N, cos%r +5(M, + N,) - 10N, cos%
Teniendo en cuenta que
2(cosE +cos 3—ﬂ) =1
5 5

y las relaciones obtenidas a partir de la identificacion de coeficientes en 1* y 1°, la
ecuacion en r’ se simplifica como

O=—1+5(M1+M2)+5(N1+N2)—5.2M1cos3?”—5.2Mzcos%
1 4 3z 1 1
0=-1+5(-2)+5(=)-52M,cos—-52(-—-M,)cos—
(=3)+30) 1605 (=5~ My)cos
5.2M,.(cos3—”—cos§)—S.Zlcosz=2
5 5 5 5

5.(—4M,sen2—”.senz) - 2cosz =2 < 5.(—4M,sen2—”.seng) =2(1+ cosg)
5 5 5 5 5 5

De donde, finalmente obtenemos M| despejando y haciendo uso de las relaciones
trigonométricas como

En donde en Ia Gltima igualdad hemos obtenido M, en funcion de la razon afirea.
Calcular ahora M, es inmediato si atendemos a la relacion anteriormente obteni-
da entre los dos coeficientes

M1+M2=—é=>M =M =-1+§ -1
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Es decir,

Ahora calculamos N, y N,. Para ello, utilizamos la relacion de coeficientes al

agrupar los que acompafan a r y obtenemos, de modo similar a como desarrollamos
para llegar a la expresion de M :

r—=0=-1+5WM,+M,)+5(N,+N,)-52N, cos%r—S.ZN2 cos%

1 4 3T 4 V4
0=-1+5(--)+5(=)-5.2N,cos— -5.2(— = N,)cos—
( 5) (5) 1605 (5 1) 5
3T V4 4 V4
5.2N,.(cos— —cos—)+5.2—cos—=2
5 5 5 5

2 2
5.(—4N1sen—”.sen Z) +2(4cos z) =2< 5.(—4N1sen—”.sen z) =2(1-4cos z)
5 5 5 5 5 5
De donde, finalmente, obtenemos N, despejando de la altima identidad

. (1—4005%)

M= 7 5=

2sen—.sen—
575

En donde, la pentltima igualdad se obtiene, del ajuste del cociente a través de las
formulas de identidades trigonométricas.

El calculo de N, es ahora inmediato, de la relacion entre N, y N, y 1o que ya
sabemos de N,

4 2
N, +N,=—=N, =—
5 5
En definitiva, los coeficientes que buscidbamos son
A=LN =N, - 2
5 5
2w
sen(—)
M, = —1.75= —zcosE =-—¢
5 5 5 5
sen(—)
M, _e-1 =zsen£
5 5 10

Resta ahora, calcular la integral impropia, a través del limite de la primitiva cal-
culada. De esta manera, el problema estaria resuelto pues si este limite es finito, la
integral impropia de partida, serd convergente. Si es asi, basta dividir por dos, y mul-
tiplicar por st/2 para obtener el valor de dicha integral impropia (hay que recordar,
que hemos dejado en el camino % para evitar arrastrar este coeficiente en todo el
desarrollo, y que el 7t/2 lo habiamos calculado al principio al integrar respecto de 8) y
comparar el resultado con el obtenido en el anterior método.

Nos ponemos manos a la obra.

lim = 1mf dr =L +L,=

a—ed0 3 11 amed0 S ]
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a

1
= lim é.ln(r +D)+ %ln(r2 - 2rcos% +1) —M‘TJréln(r2 —2rcos3?” +l))

0

T 3r 3r
M, cos— +N r—-cos— M,cos—+N, 7 —Ccos—
+lim .arct; + .arct,
a— T & V4 3r g
sen— sen— sen— sen—
5 5 5

0

En donde, para comodidad de posteriores calculos, hemos dividido el calculo del
limite en dos sumas de limites (L, y L), cada uno de los cuales agrupando funciones
del mismo tipo (en el primer limite, las funciones logaritmicas y en el segundo, las
de tipo arco tangente). Hemos evitado también la expresion explicita de M, pues
como ahora veremos, asi simplificaremos los calculos.

Calculamos L

M, M, + ‘
L, =lim|— ! An(r +1) + —LIn(r? —2rcos—+1)— /1 n(r’ 2rcos3—”+l) =
a==|5 2 5 2 5

0

= 1im(ln(r+l)% +1n(r? —2rcos%+l)‘w% -In(r? —2rcos3?”+1)“% ~In(r? —2"0053:”)%“) =

0

w%
241 % a? —2acos” +1 . .,
—®=tim|in C 5 @)% + 10 1) ~n@)*)-
ampn

a’ —Zacos?”ﬂ

=Inl+In1-(0+0-0-0)=0
En donde, el paso sehalado con asterisco responde al siguiente calculo para el
segundo término de la suma.
/{Y
3w

—hmln r (l——21cos—+ —)

(*) = limIn(* - 2rcoss?” +1)
a—>x r

r=a

3T A

A‘ +11m1n 1- 210 s—+ )

= llmln(r)ys

a—®

= limIn(+?) T 0

a—>%

r=a

De este modo, hemos conseguido agrupar cocientes dentro del logaritmo de ex-
presiones polindmicas con el mismo grado y coeficiente principal 1, y asi, su Iimite
cuando la indeterminada tiende a infinito es 1.

Observamos, que en el calculo de dicho limite, no era preciso conocer M, (a lo
sumo que M, es finito, y sabemos que lo es). Por lo tanto L =0. Calculemos L,. Re-
cordamos cual es dicho limite.

a

T 3 3
M, cos— +N 7 —COoS— Mzcos?+N2 7 —CoS—
L, =lim .arct, + .arct,
e 1 g b 3 eg
sen— sen— sen—— sen——
5 5 5 5

Como

T kY4
seng y sen—
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son positivos tenemos que

r=a

Andrés Martin Sanchez

T 3
7 —Cos— r—Ccos—

. . 4
limarctg = limarctg | ———— =—
e a— 2

sen— sen—
5
Por otra parte, sabemos que
4 4 T
arctg(cotgx)=—-x —-xE ——,—
2 2 2°2

-cotg x=- cotg( -x)
Estas dos @ltimas informaciones nos permite expresar los extremos del intervalo
de L,

Mlcos£+N1 M, cos ”+N2
I s, st
2 F 2 ) 37 )
sen— sen—
5 5
Mlcos%+N1 I M,cos—+ N, x 2
Gt ~ GT)T
sen— sen
5
b4
=Mlcos§+Nli M, cos +N227ﬂ,=
sen’” 3 sen3— 3
Mlcos%+N1 4r -M,cos—+N, o
) 7 s 2t s
sen— sen—
5 5

Y de este limite, todos los coeficientes son finitos, y los denominadores son no
nulos, por lo que L, tiene un valor finito, lo que garantiza la convergencia de la inte-
gral impropia del enunciado del problema.

El limite de dicha integral impropia es, entonces

1 V4 R V4 1 T
I=({—————dxdy = =.lim [——dR = = lim~ dr==1L
N =3 lim o R = o e =
con
22-goos™)  (1-g)cosE +2
2 5 5
L,=— +
25 T 2
seng sen—

siendo © el namero atreo.
Es una cuestidon meramente manipulativa, comprobar en la calculadora, que el
valor aproximado de I dado por la expresion anterior es...

I-= %LZ =0,83956
resultado que nos confirma que la integral impropia dada por el enunciado del ejer-

cicio es convergente y su valor coincide con el valor obtenido por el otro método de
resoluciéon, como no podia ser de otro modo.
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OBSERVACION

Como breve anotacion a la resolucion del problema por el segundo método, des-
tacamos la aparicidon de la razon atirea en los calculos obtenidos, tal como hemos
apuntado en la resolucidon del problema. No podia ser de otro modo, si tenemos
en cuenta que en el calculo de las raices quintas de -1, hemos echado mano de la
construccion del pentagono regular, estrechamente relacionado con la razon atrea,
tal como puede consultarse en la abundante bibliografia al respecto de este famoso
irracional.

BIBLIOGRAFIA

TROMBA, ANTHONY J.; MARSDEN, JERROLD E.(2004): Cdlculo Vectorial . Pearson
Addison-Wesley, 5.* Edicion.



